
反证法作为证明方法的一

种， 有时起着直接证法不可替代

的作用。 下面的故事， 对于我们

正确理解反证法很有帮助。

南方某风水先生到北方看风

水， 恰逢天降大雪。 乃作一歪

诗： “天公下雪不下雨， 雪到地

上变成雨； 早知雪要变成雨， 何

不当初就下雨。” 他的歪诗又恰

被一牧童听到， 亦作一打油诗讽

刺风水先生： “先生吃饭不吃

屎， 饭到肚里变成屎； 早知饭要

变成屎， 何不当初就吃屎。”

实际上， 小牧童正是巧妙运

用了反证法， 驳斥了风水先生否

定事物普遍运动的规律， 只强调

结果， 不要变化过程的形而上学

的错误观点： 假设风水先生说的

是真理， 只强调变化最后的结

果， 不要变化过程也可， 那么，

根据他的逻辑， 即可得出先生当

初就应吃屎的荒唐结论。 风水先

生当然不会承认这个事实了。 那

么， 显然， 他说的就是谬论了。

这就是反证法的威力， 一个

原本复杂难证的哲学问题被牧童

运用了“以其人之道， 还其人之

身” 的反证法迎刃而解了。 (徐科)

你能一笔画出以下图形吗

你能笔尖不离纸， 一笔画

出下面的每个图形吗？ （不走

重复线路）

要正确解答这道题， 必须

弄清一笔画图形有哪些特点。 早

在 18 世纪， 瑞士的著名数学家

欧拉就找到了一笔画的规律。 欧

拉认为， 能一笔画的图形必须是

连通图。 连通图就是指一个图形

各部分总是有边相连的， 这道题

中的 3个图都是连通图。

但是， 不是所有的连通图都

可以一笔画。 能否一笔画是由图

的奇、 偶点的数目来决定。

什么叫奇、 偶点？ 与奇数

（单数） 条边相连的点叫做奇点；

与偶数（双数） 条边相连的点叫

偶点。 如图 1 中的①、 ④为奇

点， ②、 ③为偶点。

数学家欧拉找到一笔画的

规律是什么呢？

1.凡是由偶点组成的连通

图， 一定可以一笔画成。 画

时可以把任一偶点为起点，

最后一定能以这个点为终点

画完此图。 例如， 图 2 都是偶

点， 画的线路可以是： ①→

③→⑤→⑦→②→④→⑥→

⑦→①

2.凡是只有两个奇点的连

通图（其余都为偶点）， 一定可

以一笔画成。 画时必须把一个

奇点为起点， 另一个奇点为终

点。 例如， 图 1 的线路是： ①

→②→③→①→④

3.其他情况的图都不能一

笔画出。

试一试：

1.画出图 1 和图 2 的其他

线路。

2.图 3 能一笔画吗？ 有多

少条线路？

3.下图是国际奥林匹克运

动会会标， 能一笔画吗？

威力无比的反证法

【知识范畴】函数、导数、数

列、不等式综合问题

例:已知函数 ，

，f� (1)=0.

� � � �（1）若函数 f� (x)在其定义

域内为单调函数，求 a 的取值范

围.

� � � �（2）若函数 f� (x)的图象在 x�

=� 1 处的切线的斜率为 0，且

a

n+1

� =� � � � � � � � � � � � � � � � ， 已知

a

1

� =� 4，求证 a

n

≥2n� +� 2.

� � � �（3）在（2）的条件下，试比较

与 的大小，并说明理由。

【思路分析】第（1）问实为

“超越函数”的单调性问题，求解

策略是将“函数 f� (x)在区间 A

上单调”等价于“x∈A 时 f′(x)

≥0（f′(x)≤0）恒成立”；第（2）

问有关通项 a

n

的不等式证明，

思维的切入方法可以从求得通

项公式后进行证明，也可考察通

项的前 n 项，总结规律，然后用

数学归纳法证明，还可以通过构

造函数，利用导数进行证明；（3）

有关数列前 n 项和的不等式关

系探究，常用方法有适当放缩通

项，将其放缩后化归为可求和的

特殊数列的通项，求和后再适当

放缩最终实现问题求解。

【解析】（1）f� (1)� =� a-b� =�

0� � � a� =� b，则 .

∴ ，要使 f� (x)在

定义域(0,� +∞)内为单调函数，

则在[0，+∞)内，f′(x)恒大

于 0 或恒小于 0.

� � � �当 a� =� 0 时，

在(0,� +∞)内恒成立.

� � � �当 a＞0 时，要使

恒 成 立 ， 则

＞0，解得 a＞1.

� � � �当 a＜0 时，要使

＜0 恒 成 立 ， 则

＜0，解得 a＜-1.

� � � � 故 a 的取值范围为 a＞1 或

a＜-1 或 a� =� 0.� �

� � � �（2）由已知 f� ′(1)=0，即 a�

+a-2=0 得 a=1，

∴ ，

∴a

n+1

� = (a

n

-n)

2

-n

2

� =1=� a

n

2

�

-2na

n

+1.

� � � �由数学归纳法：

当 n=1 时 ，a

1

=4≥2 ×1+�

2，不等式成立.

� � � � 假设 n=k 时， 不等式 a

n

≥

2k+2 成立， 即 a

k

-2

k

≥2 也成

立.� � � � � � �

� � � � 则当 n=k+1 时，a

k

+1=a

k

� (a

k

�

-2

k

)+1≥(2k+2)×2+1=4k+5＞2�

(k+1)+2 成立.

� � � � 故对一切 n∈N* 都有 a

n

≥

2n� +� 2 成立.�

� � � �（3）由（2）得 a

n

=a

n-1

(a

n-1

-�

2n+2)+1≥a

n-1

[2 (n-1)+2-2n+�

2]+1=2a

n-1

+1.� 于是 a

n

+1≥2(a

n-1

�

+1)(n≥2).

� � � � 所以 a

2

+1≥2(a

1

+1)，a

3

+1≥

2(a

2

� +1)…

a

n

+1≥2 (a

n-1

+1)，累乘得 a

n

�

+1≥2

n-1

(a

1

+1)，

则 (n≥

2).

� � � �所以 =� � � � � � � � � � � � � � � �

� � � �【命题立意】函数、导数、不

等式、数列的综合问题是高考命

题的热点， 常以压轴题形式出

现， 主要考查学生的思维能力；

掌握基本题型及解法是基础，依

据题设情境，灵活应用转化化归

思想、数形结合思想、函数与方

程思想，将问题化归为基本问题

求解是关键，同时必须努力提高

分析能力、创新意识，讲究思维

的灵活性和深刻性。

=
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数学，关于生活与宇宙的哲学

百科·数学
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趣味解题

逆向思维

英国牛津大学的数学教授

Marcus 和杭州师范大学的于秀源

教授， 近日在杭州和数学爱好者

们一起分享了质数的秘密。

质数为球队带来好运

“西班牙著名的皇马球队，叫

皇马，有很多大牌球星，我发现一

个规律，他们的球衣号码，很多是

质数，像贝克汉姆就选择了 23 号

球衣。 ”Marcus 教授一开头，就讲

起了他最喜欢的质数。

Marcus 教授喜欢踢球， 但所

在球队成绩比较差。 发现皇马队

的球衣号码的规律后， 他有了灵

感，“我建议球队， 把球衣号码改

成 2 号、3 号、5 号等质数，我选择

17 号。 那以后，球队真的交了好

运，那一年在联盟赛中排第二。 ”

最先发现质数的是蝉

最先发现质数的， 是古希腊

人？中国人？都不是，是昆虫发现了

质数。“那是一种生活在北美的蝉，

它有一个奇怪的生命周期，埋于地

下 17年，然后出现在森林里鸣叫、

交配，17年后死去。 ”

Marcus 教授说，还有一些蝉，

埋于地下的时间是 7 年、13 年，

都是质数。“这里面有什么奥秘

吗？ ”Marcus 教授不太肯定，但他

有一个理论， 蝉的猎食者也有周

期，“可能是蝉发现， 如果以质数

周期出现， 它们与猎食者同时出

现的几率是最小的。 ”

最大质数非数学家发现

目前世界上最大的质数，有

1000 万多位， 如果一位位念出

来，要念上两个月时间。发现这个

质数的人，是名业余数学爱好者，

他因此获得了 10 万美金。

如果有一个 200位的整数，是

用两个质数相乘得到的，那么让全

世界最好的计算家，再加上最好的

计算机， 要算出是哪两个质数相

乘，恐怕也需要 200年。 （周红）

牛津数学家

揭开质数的秘密

探秘追奇
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不要担心你在数学上遇到的困难，我敢保证我遇到的困难比你还大得多。 ———爱因斯坦

(张文)


